Método dos Elementos Finitos Aplicado ao Eletromagnetismo

1. Introducao

Nesta apostila é apresentado os método do método dos elementos finitos de forma
suscinta, baseado num exemplo de aplicacdo ao eletromagnetismo. Na primeira parte,
constituida dos itens 1-5, apdés uma breve introducdo das Equagdes de Maxwell, é
derivada destas a Equacdao de Poisson para o caso particular da magnetostatica. Na
segunda parte, constituida do item 6, é apresentada a solucdao desta pelo Método dos
Elementos Finitos. Uma vez que Equacdo de Poisson descreve uma série de fenémenos
fisicos, a abordagem apresentada pode ser facilmente estendida, por analogia, a outras
areas da fisica tais como a distribuicdo de temperaturas, escoamento de fluidos em dutos,
etc...

O Método dos Elementos Finitos tem suas origens nos anos 40, tendo sido entretanto
vastamente utilizado apenas nos ultimos 20-30 anos, gragas aos avangos experimentados
pelo computadores. Ele consiste numa adaptacao/modificacdo de métodos conhecidos ja
no inicio deste século, como por exemplo o Método de Ritz. Ele é atualmente definido
como um Método Matematico para a solugao de equacdes diferenciais parciais tal como a
Equacdao de Poisson e Laplace. Devido as suas caracteristicas de flexibilidade e
estabilidade numérica, ele pode ser facilmente implementado em um sistema
computacional, fato que explica a sua grande popularidade nos dias atuais. Um grande
impulso para o seu desenvolivmento e aperfeicoamento foi dado pela industria aero-
espacial, onde o método vem tendo larga aplicacdo desde os anos 50, sendo utilizado,
entre outros para o projeto e analise estruturas complexas de avides. As principais areas
de aplicacdo incluem: projeto e andlise de estruturas, analise de escoamento de fluidos,
distribuicdo de temperaturas e eletromagnetismo. Em muitos casos praticos, o Método dos
Elementos Finitos € a Unica ferramenta capaz de fornecer uma solucdo aceitavel, ainda
que aproximada.

2. Equacoes de Maxwell

Os fendbmenos eletromagnéticos sdo regidos pelas equacdes de Maxwell, as quais sao
dadas abaixo na sua forma diferencial:
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E - Intensidade campo elétrico (grandeza vetorial)

T

- Intensidade campo magnético (grandeza vetorial)

D - Densidade campo elétrico (indugdo elétrica, grandeza vetorial)

B - Densidade campo magnético (inducdo magnética, grandeza vetorial)

S - Densidade superficial de corrente elétrica (grandeza vetorial)
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p - Densidade volumétrica de cargas (grandeza escalar)

Nas expressdes anteriores, V representa o operador Nabla, dado pela seguinte relacao
em coordenadas cartesianas:
95,9545 % (5)
ox oy oz

i, j e k sd0 os vetores unitérios nas direcdes x, z e y respectivamente. O uso deste
operador é muito semelhante ao uso de um vetor; assim, operacdes V x e Ve (rotacional
e divergente) podem ser obtidas formalmente a partir do produto vetorial e do produto
escalar entre V e o vetor sobre o qual o operador efetua.

Entre as intensidades e as densidades de campo elétrico e magnético existem ainda as
seguintes relagoes, validas para materiais isotrdpicos lineares:

B=p-H (6)
D=¢-E (7)
S=c-E (8)

u - permeabilidade magnética (Henry/metro)

e - permissividade elétrica (Faraday/metro)

o - condutividade elétrica (1/(Ohm-metro))
u, €, € o sao grandeza escalares (constantes) para materiais lineares isotrdpicos.

Para o caso especial de fenOmenos estaticos as equacdes (1)-(4) se reduzem a seguinte
forma:

VxE=0 (9)
VxH=S (10)
VeB=0 (11)
VeE=p (12)

Por outro lado, as equacdes (6)-(8) seguem validas. Neste caso existe uma independéncia
entre o campo elétrico e o campo magnético. Para o estudo de campos magnéticos
estaticos, os quais serdao abordados mais adiante pelo método dos elementos finitos,
necessita-se considerar apenas as seguintes equagodes:

VxH=S (13)
VeB=0 (14)
B=u-H (15)

As equacOes acima sao as equacoes fundamentais da magnetostatica. Para a derivagao do
Método dos Elementos Finitos sera utilizado ainda o Teorema de Green no Plano, o qual
estabelece que para duas funcdes u(x,y) e v(x,y) vale a relagao:
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j J' V2U(x,y) - V(x, ) - dA = - J' j VU(,y) TV(x,Y) - dA + jﬂw(x, y)-v0x,y)-d (16)
A A L(A)

3. Equacao de Poisson no Plano

As equacgdes de Maxwell sao raramente solucionadas na forma em que estdao colocadas
nas expressoes (13) a (16), pois implicaria encontrar uma solugdo (analitica ou numérica)
que satisfaca trés equacdes simultaneamente, o que torna o processo de solugao em geral
mais dificil, sobretudo quando se procura uma solugdo numérica aproximada. Neste caso,
torna-se mais dificil encontrar parametros para a solugao que satisfagam simultaneamente
3 equacdes segundo um determinado critério de otimizagdo. Desta forma, costuma-se
solucionar uma equagao equivalente, a qual decorre das trés equacdes citadas. Para
tanto, introduz-se uma grandeza vetorial auxiliar chamada de "Potencial Vetor", o qual em
principio ndo possui um significado fisico!, servindo apenas para facilitar a solucdo
numérica. O potencial vetor A ¢é definido de tal forma que a inducdo B seja obtida por
meio do seu rotacional:

VxA=B (17)
Por outro ladodo, pode-se mostrar a relacdo abaixo vale para qualquer funcao vetorial:
v.(vXA):o (18)

Assim, a definicdo do potencial vetor dada acima satisfaz a equacdo (14), conforme se
pode verificar:

v-B:v.(vXA):o (19)

Introduzindo-se a equacao (15) na equacgao (17), obtém-se:

VXA=B=MOH

~ 1 ~

H==.VxA (20)
n)

Introduzindo-se agora a equacgao (20) na equacao (13), resulta a seguinte expressao:

VXHZVX(E-VXAJZS (21)
n

Considerando-se apenas materiais isotrépicos lineares pode-se escrever ainda:

Vx(VxA):u'S (22)

A expressao no lado esquerdo do sinal de igualdade pode ser expandida, resultando:

V(VOA)—VXVXAZLLQ (23)

De acordo com a equacdo (17) a inducdo B é obtida por meio de uma operacdo derivacdo

!Muitos autores associam um significado fisico para o potencial vetor. Isto ndo &, entretanto, essencial
para a solucdo dos problemas fisicos descritos pela equacdo de Poisson.
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do potencial. Existe, desta forma, um determinado grau de liberdade de escolha para o
potencia vetor. A fim de simplificar a expressdao acima, pode-se optar por um potencial
vetor que atenda a seguinte condigao:

VeA=0 (24)

Com esta condicdo a equacgao (23) se torna:

VxVxA=-p-S (25)

A equacdo acima é conhecida como Equagao de Poisson no espago, ela descreve nao
apenas os fenOmenos eletromagnéticos, mas também muitos outros outros, tais como
como a transmissdo de calor, distribuicdo de temperaturas, escoamento de fluidos, etc...

Para caso o especial em que S é igual a zero, a equagao assume a uma forma conhecida
como Equacao de Laplace:

VxVxA=0 (26)

A equacao de Laplace pode portanto ser considerado um caso especial da equacdo de
Poisson, sendo que os métodos numéricos em geral procuram a solucao da equacao de
Poisson.

Conforme mostrado, por meio da introducdo do potencial vetor chega-se a uma unica
equacao que representa as equacdes (13) a (15). O processo de solugdao visa assim

determinar o vetor A(x,y,z), por meio do qual as grandezas eletromagnéticas de interesse
podem ser obtidas.

Para o caso particular em que o campo nao variar segundo uma das variaveis (em geral a
variavel z), obtém-se um caso bi-dimensional. O vetor densidade de corrente é
perpendicular ao plano em que o campo é descrito, conforme estabelece a equagao (17).
Sendo o campo dependente apenas das direcoes x e y, a densidade de corrente tera
apenas componentes segundo o eixo z. O potencial vetor terd igualmente apenas
componentes segundo o eixo z:

S

Sk (27)

- A-k (28)

b1

A e S sao as amplitudes da densidade de campo e do potencial vetor respectivamente,
ambos fungdes escalares de x e y.

No caso bi-dimensional, a equacdo de Poisson para a magnetostatica toma a seguinte
forma:

VxVxA=-u-S
A Ultima equacdo em geral é escrita da seguinte forma:
V2A=-u-S (29)
O operador V2 é chamado de Laplaciano. Nas regides do dominio em estudo em que S é

zero, vale a equacao de Laplace :

VA =0 (30)

As expressao (28)-(29) representam uma equacgao diferencial parcial de segunda ordem,
as quais descrevem problemas conhecidos como "Problemas de Valores de Contorno" ou
ainda "Problemas de Potencial". Escrita de forma de uma forma mais explicita a equacao
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(28) toma a forma:
2 2
0°A  0°A
—2+—2: —HS (31)
oX oy

A determinagao do campo nas direcdes x e y se reduz a determinacao do potencial A(x,y)
segundo estas direcoes.

A solucao da equacgao (30) na forma analitica sé é possivel para casos com geometrias
muito simples e sob certas aproximagdes, as quais nem sempre sdo justificdveis na
pratica, fazendo com que a solugao analitica, embora possivel, ndao possua um valor
inquestionavel para a grande maioria dos casos praticos. A vantagem da solugao analitica
é, todavia, o fato de que a influéncia dos parametros fisicos e geométricos aparece
explicita na solucao, facilitando a sua analise. Por outro lado, o Método dos Elementos
Finitos ( abreviadamente MEF) é um método de solugdao numérica da equacdo (30) que
pode ser aplicado para qualquer espécie de dominio, ele ndao fornece, entretanto, uma
solucdo na forma analitica. Uma analise da influéncia dos parametros fisicos e geométricos
precisa ser obtida por variacdes discretas de um grande numero de casos semelhantes,
fato que se torna cada vez mais irrelevante a medida que computadores cada vez mais
potentes e sistemas de calculo por elementos finitos mais sofisticados vao surgindo. Outra
vantagem importante do MEF é a possibilidade de tratamento de casos nao-lineares, o que
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Figura 1 - Exemplo da magnetostatica: distribuicio do campo

magnético é regido pela equacao de Poisson.
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por métodos analiticos é praticamente excluido.

A figura 1 mostra um exemplo de dominio onde os fendmenos eletromagnéticos sao
regidos pela equacdo (28) e (29). O dominio Q onde a solugao é procurada é limitado por
um contorno retangular T' em torno da estrutura magnética. Nas regides em que circula
corrente (S diferente de zero) vale a equacdo (28). Por outro lado, onde nao existe
corrente (S igual a zero) vale a equacao de Laplace (29). A solugdao procurada para o
potencial A deve, portanto, ser tal que as equacgoes (28) e (29) sejam satisfeitas.

4. Condigoes de Contorno

Como no caso de equacgles diferenciais ordinarias, a solucdo completa da Equagao de
Poisson depende dos valores do potencial na fronteira do dominio em estudo. Os dois
tipos mais comuns de condicdes de contorno (condicdes de fronteira) que ocorrem no
eletromagnetismo sao apresentados e discutidos no que segue.

4.1 Condicao de Contorno de Dirichlet

Esta condicdo de contorno é valida para segmentos do
contorno em que o potencial é constante (em geral igual
zero). Neste caso, o campo é paralelo ao segmento,
conforme mostra a figura 2:

A = kte

A=0 (32)
No exemplo mostrado na figura 1, o potencial é A=0
assu_rnldo como zero no contorno externo do dominio figura 2 - Condicdo de
considerado. Contorno de Dirichlet

4.2 Condicao de Contorno Neumann

A condicao de Neumann se aplica a segmentos do contorno

em que a variagao do potencial na direcao perpendicular ao ﬁ
contorno ¢é igual a zero. Nesta caso, a indugdo é —
perpendicular ao segmento em questao: B
A _vya-0 (33)
on
A _ya-0
A condigdo de Neumann também se relaciona com as linhas on - -
de simetria de uma dada estrutura. No exemplo mostrado na
figura 1 existe uma linha de simetria indicada pela linha em figura 3 - Condigdo de
tracejado. Assim, existe a possibilidade de se estudar apenas Contorno de Neumann
uma metade da estrutura, tornando a linha de simetria numa
linha de contorno tipo Neumann.
5. Problemas de Potencial (Problemas de Valores de Contorno)
Quadro 1 - Equacoes de Potencial (Equacoes de Campo)
V2A=-u-S sobre Q (28)
A=0 sobre Ty (31)
oA
i VA=0 sobre I r=ryuls (32)
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Baseado no exposto até aqui, a descricdao dos problemas de potencial pode ser resumida
na forma mostrada no quadro abaixo. Eles se compdem sempre da equacao de Poisson, a
qual é valida para o interior do dominio Q e das condicdes de contorno impostas no
contorno externo I'. A condicao de Dirichlet é imposta na parte do dominio designado por
Iy, enquanto que a condicdo de Neumann é imposta no restante do dominio designado

por I,. O quadro 1 sumariza a descrigao de um problema de potencial bi-dimensionnal.

6. Método dos Elementos Finitos:

Uma vez definido o problema de valor de contorno que se deseja resolver, pode-se passar
para a solucdo do mesmo por meio do Método dos Elementos Finitos. O problema definido
no quadro acima é um problema do tipo continuo, uma vez que todos os pontos do
dominio sdo incluidos tanto na descricdo quanto na solucdo do problema. O MEF
transforma este dominio continuo num dominio discreto, onde a solucdo é conhecida em
pontos discretos do dominio de calculo, por exemplo em pontos de unido de uma malha
triangular (nos).

O MEF pode ser derivado basicamente por dois caminhos, conforme mostra a figura 4. No
caminho mostrado a esquerda na figura as equacOes discretas sao obtidas por meio da
minimizacdo de funcdes de energia (ou outra funcao equivalente), utilizando-se de
principios variacionais. O método variacional utilizado neste caso é o método de Ritz> com
a particularidade de que as funcdes a serem minimizadas valerem apenas em subdominios
discreto (elementos da malha), por exemplo tridangulos.

O caminho mais rapido para a derivacdo, e que sera seguido aqui, € a aplicacdo de
métodos residuais para a obtencdo das equacdes discretas. Neste caso, o método
empregado na derivacdo € o método de Galerkin, também com a particularidade de que
as equacoes de aproximacgao ser referem a subdominios discretos (elementos da malha).

6.1 Aproximacao de Fungdes pelo Método de Galerkin

Multiplicando-se a equagao (28) por uma funcdo g(x,y) (ainda a definir mais

precisamente) chamada de funcdo teste (também chamada fungdo peso ou funcao de
amostragem) obtém-se a seguinte expressao:

v2A.g=-u-S-g (34)

Integrando-se ambos os lados da equacdo anterior sobre o dominio Q resulta:
IIVZA-g-dQ=—JIM-S-g-dQ (35)
Q Q

Usando-se o teorema de Green para o plano, enunciado anteriormente, chega-se a forma
seguinte:

VA~Vg-dQ—§VA~g~dr:“‘p-s'g-dg (36)
o r Q

VA-Vg~dQ—&VA-g-dF—ﬁVAg-dF:jjp-S~g~dQ (37)
o I r, Q

2 Este método foi proposto originalmente num artigo em 1909, tendo sido desde entdo bastante utilizado
sobretudo em problemas de otimizagdo e solugao de equacgdes diferenciais parciais.
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Considerand0-se as condigdes de contorno definidas anteriormente, pode-se simplificar a
ultima expressdo para a que segue:

oA

—=VA=0 sobre I
on

Leis Fisicas

(eq. Maxwell)

\4

Problema Continuo

2
V' A=—u-S
\ 4 \ 4
Métodos Variacionais Métodos Residuais
l ,,
Método de Ritz Método de Galerkin
v l
Discretizagcao do Dominio Discretizacao do Dominio

> Problema Discreto |<«——

(k] [A]-[e]

\4

Solucao Discreta
(aproximada)

Figura 4 - Representacdao esquematica da obtencao de uma solugdo aproximada
pelo do Método dos Elementos Finitos
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J'J‘VA-Vg-dQ—§VA-g-dF=J]p~S~g-dQ (38)
Q Q

Iy

Como existe uma determinada liberdade na escolha da funcao g(x,y) pode-se escolher
g(x,y) de tal forma que a seguinte condigao seja satisfeita:

g(x,y) =0 sobre I'y (39)

Desta forma a equacao (xx) assume a forma simplificada:
IIVA-Vg-dQ=ij~S-g-dQ (40)
Q Q

A forma da equagdo acima € conhecida como "forma fraca" da equacao de Poisson, ela
pode ser considerada como uma forma alternativa para o problema de potencial. Assim,
toda solugao da equacao original dada por (28) é simultanemente uma solugdo de (39). O
termo "fraca" se refere ao fato de que as condicbes impostas a uma possivel solucdo da
equacao (39) sao menos restritivas que as impostas a equacdo de Poisson original, dada
pela equacdo (28). A funcdo admissivel como solucdo da equacao (28) deve ter as
derivadas de segunda ordem continuas, ao passo que uma funcdo admissivel para a
solugao da equacao (39) sO precisa possuir a derivada de primeira ordem continua. A
grande vantagem que se obtem com o uso da forma fraca (39) é o fato de que funcgdes
lineares poderem ser admitidas como solucao.

As equacdes (38) e (39) representam as equacdes basicas utilizadas no MEF. Uma
justificativa mais rigorosa da equivaléncia das solugdes obtidas para (28) e (39) exigiria
conceitos que vao além do escopo desta apostila, podendo no entanto ser encontrada na
Bibliografia citada no final no item 7.

6.2 Discretizacdao do Dominio

O proximo passo na aplicagdao do MEF é a subdivisdao do dominio original em uma série de
subdominios menores, este processo € chamada de discretizacdo. Os subdominios podem
ser de uma forma geométrica qualquer, tais como tridangulos, retangulo, quadrilateros,
pentagonos, etc... Pode-se também misturar subdominios de formas geométricas
distintas, tais como tridngulos e retangulos. Cada subdominio é chamado comumente de

M Elementos

N NOs

6

Figura 5 - Discretizacdo de um dominio simples em 6 subdominios
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AT
|

Figura 5 - Estrutura mostrada na figura 1 apds ter sido
discretizada (malha resultante).

elemento. A forma mais simples de elemento utilizado na pratica é o triangulo, ele pode
aproximar dominios de formas quaisquer com boa precisdo. Em cada elemento sao
definidos pontos caracteristicos, nos quais a solugdo serd determinada; a escolha das
grandezas a determinar também determina parcialmente o tipo de funcdo de aproximacao
gue pode ser utilizado. No caso mais simples de elementos triangulares sdo escolhidos os
trés vértices dos mesmo como pontos caracteristicos, os quais sao chamados de nés. A
figura 5 mostra a divisdo de um dominio bastante simples em 6 subdominios menores. Em
sistemas de célculo por elementos finitos modernos a discretizacao da regido em estudo é
feita de forma automatica, a partir dos dados geométricos do dominio. O nimero de
elementos utilizados na pratica depende da natureza do dominio em estudo e do
comportamento particular da solugao. Em geral a precisdao da solugdo aumenta com o
nimero de elementos utilizados, havendo no entanto um limite para o nimero de
elementos, a partir do qual os erros de arrendodamento se acumulam de tal forma que
um aumento do nimero de elementos ndo traz uma melhora na precisdo. Por outro lado,
a precisdo da solucdo depende também muito fortemente do tipo da funcdo de
aproximacdo utilizada (funcdo linear, fungdo quadratica, funcdao cubica, exponencial,
etc...), do tipo de elemento utilizado (triangular, retangular, etc...).

O dominio discretizado é comumente designado por malha, sendo a mesma caraterizada
pelo nimero de nés N e elementos M (subdominios). A figura 6 mostra novamente o
dominio da figura 1 apds ter sido discretizado. Os elementos sdo em parte tridngulos e em
parte retangulos, havendo assim necessidade de um equacionamento diferente para cada
um deles.

6.3 Equacao Discretas
Uma vez que o dominio em estudo foi discretizado, pode-se obter as equacdes
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aproximadas validas para cada subdominio designado por Q., chamadas de equagdes

discretas. Considerando-se a subdivisdao do dominio original em M elementos, pode-se
inicialmente escrever a equacgao (40) na seguinte forma:

M M
Z HVA.Vg-dge=z ”u.s-g.dge (41)
e=1 o, e=1 o,

A Ultima equacdo estabelece simplesmente que a integral foi divida numa soma de
integrais parciais, abrangendo todos os M elementos que compdem o dominio. A fim de
avaliar as integrais na equacao (41), é preciso determinar a forma da solugao aproximada
e da funcdao de teste g(x,y). A fim de tornar a andlise mais simples serdo admitidas

sempre fungOes lineares e elementos triangulares. Desta forma, de acordo com o Método
de Galerkin, pode-se escrever a fungao de aproximacao da seguinte forma:

N
A= A(x,Y) = AXY) = D Ry b5(x,Y) (42)
j=1

Esta equacao vale em principio para todo o dominio em estudo, havendo N parametros Rj

a serem determinados para as N funcbes, a fim de que a solucdo seja conhecida. As
fungdes ¢j(x,z) sdo tambeém conhecidas como fungbes de base e no caso mais simples sdo

funcdes lineares, as quais possuem em principio um valor diferente de zero em todos os
subdominios. A solucdo aproximada é dada por uma combinacdo linear destas funcoes.
Um procedimento semelhante é utilizado ao se aproximar fungdes periddicas por meio de
séries de Fourier. A solucdo na forma (42) pode ser considerada uma generalizacdo do
método de Fourier, uma vez que além de fungdes senoidais, pode-se utilizar polinomios,
exponenciais, fungdes lineares, quadraticas, etc...

O Método dos Elementos Finitos caracteriza-se pela forma particular como as funcdes
oj(x,z) e os parametros Rj sao definidos:

e Os parametros Rj sao escolhidos como sendo os potenciais nos nds da
malha chamados de KJ-, ou seja Rjzﬂj. Este procedimento é muito
semelhante ao que se utiliza no Método de Interpolagcdo de Lagrange;

e As fungbes ¢j(x,y) sdo definidas de tal forma que em cada subdominio

apenas algumas delas sao diferentes de zero, a solugdao dentro do elemento
uma torna-se combinacao linear destas poucas fungdes, sendo assim mais
facil de ser determinada. Considerando-se, por exemplo, elementos
triangulares em duas dimensodes, apenas 3 delas tem valor diferente de zero
em cada elemento.

A definicao das fungdes na forma acima traz inUmeras vantagens praticas. Pode-se utilizar
a mesma forma para todas as fungdes, deixando-se 0s seus parametros como incdgnitas.
Assim, pode-se definir a solugdo para apenas um triangulo e em seguida estendé-la para
todos os demais, simplificando enormemente o0 equacionamento do problema.
Considerando-se o tridngulo genérico mostrado na figura 6, obtém-se para a solugao
aproximada:
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A(x,y)=Cq+Cy -x+Cy -y (43) K1

Impondo-se que a funcdo A(x,y) forneca os potenciais
nos nés 1, 2 e 3, obtém trés equacdes auxiliares que Az
permitem determinar os coeficientes Co, C1 e C3:

3
A(x1,y1) = Aq (44)
— % 2 —
A(x2,Y2) = A2 (45) A
_ _ Figura 6 - triangulo genérico
A(x3,Y3) = A3 (46) utilizado no equacionamento

Os pares (x1,Y1), (X2,Y2) € (X3,¥3) sdo as coordenadas dos nés 1, 2 e 3. Utilizando-se das
ultimas 3 equagdes para a determinacdo das constantes Co, C:1 e C, chega-se a forma:

3
j=1

As fungbes ¢j(x,y) sdo expressas pelas equagoes:

o1 :%'[(XZ'Y3—Y2'X3)+X'(Y2‘y3)+y'(x3‘x2)] (48)
¢2 =%'[(X3-Y1—Y3-X1)+X'(Y3—Y1)+Y'(X1‘X3)] (49)
03 :%'[(Xl'Y2—Y1'X2)+X'(Y1‘YZ)+V'(X2‘X1)] (50)

D é dado pela expressdo:

D=Xp-y3-Y2-X3+X3-Y1-Y3-X1+X1:Y2-Y1-X2 (51)

Uma outra particularidade importante do MEF é que as préprias fungoes oj(x,y) sao

utilizadas como fungdes de teste, as quais foram designadas anteriormente por g(x,y) na

equacao (40). Assim, tanto as funcdes de teste como as de aproximacgdo sao idénticas na
forma dentro de cada triangulo. Com estas consideracdes e substituindo-se a equacao
(47) na equagao (41), resulta para a integral sobre um elemento Q.:

3
”vZKj-q)j .v¢i.dge:”u-s.¢i-dge i-1,2,3 (52)
Q

e

3
KJ".|‘IV‘|>J''V(I)i‘dQe:.[."H'S'¢i'dQe i=1,2,3 (53)
=1 Qe Q

e

Como existe 3 fungdes de teste para cada triangulo, resultam igualmente 3 equagdes para
cada triangulo, conforme estabelece a equacao anterior. Considerano-se n e S constante

sobre o0 elemento pode-se escrever a equagao (53) na forma:
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3
ZKJ-.IJ.Vd)J-.Vq)i.dQe:u.S.J‘J' oj - dQe i=1,2,3 (54)
j=1 Qe Qe

Considerando-se todo o dominio pode-se ainda estabelecer uma equagao global:
M 3

by [y w00 s [[ o0 55
e=1 j=1 g Qe

Dada a simplicidade das fungdes ¢j(x,y), @ avaliagdo da integral se torna bastante facil,
resultando tanto no lado esquerdo como no lado direito valores constantes.

Considerando-se a equacdo (54) e variando-se os indices i e j de 1 a 3 obtém-se um
sistema local de equacgdes, onde os potenciais dos nds aparecem como incégnitas:

3

ZKJ-.KS ~by i=1,2,3 (56)

j=1

Kﬁ:”vq)j-vq)i-dge i=1,2,3 j=1,2,3 (57)
Qe

b;a:”u-s.q)i.dge i=1,2,3 (58)
Qe

Na forma matricial pode-se ainda estabelecer:
e e e — e
Ki1 Kip Kiz| |Ar] |P1
e e e e
Kio Ko Kz ||A2|=|b; (59)
e e e e
Kf3 K33 K3z | [A3] |bS

Considerando-se todos os elementos, obtém-se um sistema local semelhante ao (59) para
cada elemento, onde a matriz de coeficientes locais é simétrica. A fim de se obter a matriz
global do sistema, deve-se somar todos os sistemas locais, de acordo com a equacao
(55), obtendo-se desta forma um sistema Unico de equagdes chamado de sistema global.
Os indices 1 , 2 e 3 nas equacdo locais de cada elemento possuem uma correspondéncia
com a numeracao global dos nds, a qual vai de 1 a M. Na montagem da matriz global
deve-se avaliar a contribuicdo de cada um dos elementos e adiciond-los a matriz global.
Por exemplo, supondo-se que o elemento 1 de uma malha contendo 10 nds esteja sendo
considerado e que exista a seguinte correspondéncia entre os ndés locais e globais:

1=>5 , 2=>7, 3 =09

Ao ser processado o elemento em questdo, a sua contribuicdo sera adicionada a matriz
global da forma esquematizada abaixo.
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0000 0 0 0 0 0 O0][A;] [0]
0000 O O O O 0 Of|A, 0
0000 O O O O O Of|A;s 0
0000 O O O O O Of|A, 0
1 1 1 n 1
0 000Ky 0Kjpy 0Kjz 0 |As|_|bs (60)
0000 O O O O O Of]Ag 0
1 1 1 n 1
0000 Kj, 0Ky; 0Ky 0| Ay [ [b;
0000 O O O O O Of]|Ag 0
1 1 1 N 1
0 000 Kjz 0Ky 0Kzz O|Ag| |bg
0000 0 0 0 0 0 O0]]|Ag] [O]

De acordo com a equacgao (60) as contribuicdes locais sao colocadas nas linhas e colunas
da matriz global dadas pelo nimero dos nds globais; Kiz por exemplo serd colocado na

linha 5 e coluna 7, K}3 na linha 5 e coluna 9, etc...

Supondo ainda que para o elemento 2 exista a seguinte correspondéncia entre os nds
globais e locais:

13 , 2 =5, 3 =10

Ao inserir-se o elemento 2, procede-se analogamente ao feito para o elemento 1,
resultando entdo para a matriz global:

00 0 O 0 0 0 0 0 Olfa] ][ 0]
00 0 O 0 00 0 0 0|7 0
2 2 2 — 2
00Kj; 0 K, 0 0 0 0 Kizl|as b3
00 0 O 0 0 0 0 0 0 ||a, 0
2 1 2 1 1 2 — 1 2
0 0 Ki 0 Kyj+K5 0 Kip 0 Kiz K33| | Ag| |b5+bg (61)
00 0 O 0 00 0 0 O0||a| | O
1 1 1 — 1
00 0 0 Kj, 0K5 0Ky 04, b
00 0 O 0 0 0 0 0 0 ||Aag 0
1 1 1 — 1
00 c2) 0 K%3 0 K33 0 Kij g Ag b29
0 0Kz 0 K55 0 0 O O Ki3|Apg| | bfp |

Repetindo-se o procedimento ilustrado para todos os elementos da malha obtém-se um
sistema de equacoes lineares do tipo:

[A]-[K], = b] (62)

Observa-se que a matriz de coeficientes [K]g € simétrica e esparsa, com poucos elementos

fora da diagonal principal. O nuimero de elementos fora da diagonal em cada linha
equivale ao numero de nds conectado ao nd relativo aquela linha. Estas caracteristicas em
geral sao aproveitada em termos de armazenamento e solugao do sistema.
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Apds montada a matriz de coeficientes, é solucionado o sistema de equagdes resultante,
obtendo-se os potencias dos nds. A solucao pode ser obtida tanto por meio de métodos
diretos como indiretos, sendo na pratica preferidos os métodos indiretos, uma vez que a
solucao pode ser facilmente refinada. A introducdo dos potenciais dos nds na equacgao
(47) permite determinar o potencial em cada um dos elementos, tomando-se as fungdes
de base para o mesmo elemento. Finalmente, a grandeza eletromagnética de interesse, a

inducdo magnética B, é obtida por meio da relacdo estabelecida anteriormente:
B(X,Y) = V x A(X,Y)

Para o caso de funcdes de lineares resultam valores de inducao constantes sobre um
elemento.

A figura 7 ilustra a distribuicdo de campo obitda pela aplicacdo do MEF em duas
dimensdes para a estrutura mostrada na figura 1.

figura 7 - Representacao da distribuicdo de campo magnético por meio de equipotenciais
(linhas de fluxo)
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